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三维桥式放大机构的柔性微定位平台的研究与改进
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摘要 在微定位平台的设计中，引入能够产生高位移放大倍数的三维桥式放大机构，并在此基

础上引入了能够有效减少输出端寄生位移的四杆对称式导向机构，从而使所设计的微定位平台能够

充分结合二者优势。根据应变能理论、卡氏第二定理、拉格朗日定理，建立该微定位平台的静动态

数学模型，理论分析了平台关键尺寸对平台位移放大倍数的影响；并通过计算获得了最优参数下的

放大倍数和固有频率，其值分别为 19. 90 和 193. 26 Hz。通过有限元方法验证了放大倍数和固有频

率，其相对误差分别为 4. 3% 和 5. 9%，从而证明了所改进的微定位平台的优越性能以及理论分析方

法的准确性，为放大机构的柔性微定位平台的数学模型构建提供了一定的理论指导。
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Abstract In the design of the micro-positioning platform, a three-dimensional bridge-type amplification 
mechanism capable of generating high displacement amplification ratio was introduced. On this basis, a four-bar 
symmetric guiding mechanism was incorporated to effectively reduce the parasitic displacement at the output 
end. This design allows the micro-positioning platform to fully leverage the advantages of both mechanisms. By 
applying the strain energy theory, the second theorem of Castigliano, and Lagrange's theorem, the static and dy⁃
namic mathematical models of the micro-positioning platform were established. The theoretical analysis re⁃
vealed the influence of key dimensions on the displacement amplification ratio of the platform. Through calcula⁃
tion, the amplification ratio and natural frequency were determined to be 19.90 and 193.26 Hz respectively, un⁃
der the optimal parameters. Finite element analysis was used to verify the amplification ratio and natural fre⁃
quency, resulting in relative errors of 4.3% and 5.9% respectively. This confirms the superior performance of the 
improved micro-positioning platform proposed in this study, as well as the accuracy of the theoretical analysis 
method. It provides theoretical guidance for the mathematical modeling of flexible micro-positioning platforms 
with amplification mechanisms.

Key words Three-dimensional bridge-type amplification mechanism Four-bar symmetrical flexible 
mechanism Flexible micro-positioning platform Castigliano's second theorem Finite element simulation

0 引言

具有高位移分辨率、快响应速度、结构紧凑的

压电驱动的柔性定位机构已被广泛应用于微纳米技

术、航空航天、生物医学、光学精密工程等领域[1-4]。

由于压电陶瓷所产生的输出位移有限，因此，对于

一些需要产生大行程运动范围的场合，柔性位移放
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大机构的应用是必不可少的，近年来已经引起了研

究人员的极大关注[5-7]。

微位移放大通常采用杠杆式放大[8]、桥式放

大[9-10]、SR（Scott-Russell机构）式放大[11-12]、混合式放

大[13]等方式。传统桥式放大机构具有高效、稳定、

放大倍数大、灵活性好、结构坚固等优点[14]，但是，

传统桥式放大机构的放大倍数往往受到桥臂斜率的

影响，放大倍数存在阈值[15-16]。为此，Kim 等[17]研究

了一种由两个传统桥式放大机构串联在一起的三维

桥式放大机构，并利用柔度矩阵法对该放大机构进

行了建模。该机构的理想放大倍数为 98，但是实际

上仅仅为 10。为了能够提升该机构的放大潜能，陈

方鑫[18]提出了刚度分配思想，改变了一级放大机构

和二级放大机构的铰链类型，使得该机构的相对放

大倍率（理想放大倍数与实际放大倍数的比值）从原

来的 0. 102提升到了 0. 9以上。为了进一步研究刚度

分配思想，周奎勇[19]又提出了一种双桥臂式的三维

桥式放大机构，并利用伪刚体模型法对其进行了建

模；双桥臂式机构虽然可以增加机构的输入刚度，

但也会造成较大的位移损失。以上研究对三维桥式

放大机构均采用了柔度矩阵法和伪刚体模型法进行

静力学建模。柔度矩阵法虽然能够准确描述该柔性

结构的刚度特性和位移特性，但该方法的求解比较

复杂和耗时；而伪刚体模型法虽然简化了柔性结构

的复杂性，但忽略了柔性结构的非线性变形，可能

会降低该结构静态结果的精确性。以上研究仅仅是

对三维桥式放大机构进行研究，而对结合三维桥式

放大机构的柔性微定位平台研究文献较少。单纯的

三维桥式放大机构的输出端存在严重的寄生位移，

会降低其定位精度。

因此，本文在三维桥式放大机构的基础上引入

一种可以消除输出端寄生位移的四杆对称式导向机

构，使得柔性微定位平台能够在保持高位移放大倍

数的同时还能够保持较大的定位精度；并利用应变

能理论和卡式定理对三维桥式放大机构进行静力学

建模，既研究了柔性结构的非线性变形，又减少了

求解时间。本文研究的新型柔性微定位平台以压电

陶瓷进行驱动，以混合铰链的三维桥式放大机构进

行位移放大，以四杆对称式柔性机构进行导向。对

该平台进行了整体理论建模，利用所建立的理论模

型分析该平台的静动态性能，进而系统分析了平台

关键参数对整体平台放大性能的影响，并通过有限

元仿真对其进行了验证。

1 微平台模型

1. 1　三维桥式放大机构分析

微定位平台中的三维桥式机构是由一级桥式

放大机构和二级桥式放大机构串联组成的，分别

如图 1（a）和图1（b）所示。

在一级放大机构中，使用了v型柔性铰链[图2（a）]。v
型柔性铰链的参数包括铰链角度θ、铰链半径 r、铰链

厚度 t1、铰链高度 c0以及铰链长度 L01。在二级放大机

构中，使用了直角型柔性铰链[图 2（b）]。直角型柔性

铰链由铰链长度L02、铰链厚度 t2、铰链宽度b2组成。

根据文献[20]可知，图 2（b）中的直角型柔性铰链

在平面内仅需考虑5个柔度，如式（1）所示。
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C1x - Fx = L02
Eb1 t2

C1y - Fy = 4L302
Eb2 t32

C1y - Mz = 6L202
Eb2 t32

C1θ - Fy = 6L202
Eb2 t32

C1θ - Mz = 12L02
Eb2 t32

（1）

式中，E为平台所用材料的弹性模量。

根据文献[21]可得出图 2（a）中的 v型柔性铰链在

平面内的 5个柔度公式。由于 v型柔性铰链的柔度公

式较为复杂 ,所以用 C2x-Fx、C2y-Fy、C2y-Mz、C2θ-Fy、C2θ-Mz

表示这5个柔度公式。

（a） v型铰链结构     （b）直角型铰链结构

图2　铰链结构图

Fig. 2　Schematic diagram of the hinge structure

（a）一级放大机构    （b）二二级放大机构和导向机构

图1　微定位平台结构

Fig. 1　Structure of the micro-positioning platform
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直角型柔性铰链柔度中，Fx代表一级桥式放大

机构给二级放大机构的输入力；Fy代表二级桥式放

大机构所受的外力。v型柔性铰链柔度中，F'x 代表压

电陶瓷作用于一级桥式放大机构输入端所产生的作

用力；F'y表示一级桥式放大机构受到的外力。

三维桥式放大机构是对称机构，因此，可以取

该模型的 1/4进行分析。将简化后模型的二级放大机

构先沿 x轴绕 90°，再沿 y轴绕 180°，通过上述变换，

该模型可以从三维空间转化到二维空间，且该模型

输入、输出点的力位关系与原模型保持一致。简化

模型如图 3（a）所示。给一级放大机构的输出端施加

移动约束，简化后的模型机构图和机构尺寸参数图

如图3（b）所示。

图 3（b）中，Fax为压电陶瓷所施加的驱动力。当

仅考虑Fax对放大机构的影响时，建立如图 3（b）所示

A点处的坐标，建立如图 3（b）所示A点处的坐标，根

据文献[22]，可知图中柔性铰链的 1-2和 3-4的受力

分别如式（2）、式（3）所示。
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S12 = 0
M12 = Maz - Fax L1

（2）
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N34 = Fax

S34 = 0
M34 = Maz - Fax L1 - Fax Ly1

（3）

式中，Njk、Sjk、Mjk分别为柔性铰链所受到的轴力、

剪切力和弯矩，且柔性铰链所受到的剪切力为 0。因

此，轴力和弯矩对应的应变能为

U = Ua + Ub = ∑
i = 2，4，6，8

( ∫
0

li

Ni2EA1
dxi + ∫

0

li

Mi2EI
dxi )（4）

式中，Ua为拉伸应变能；Ub为弯曲应变能；A1为 v型
柔性铰链的横截面积；I 为 v 型柔性铰链的惯性矩，

如式（7）所示。

sign ( x ) = {1，     x ≥ 0
-1     x < 0 （5）
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r + t12 - r2 - x2，        0 ≤ |x| ≤ rsin θ
x tan θsign ( x ) + R (1 - sec θ ) + t12 ，

rsin θ < |x| ≤ l

（6）

I = 2b1 y3 ( x )
3 （7）

根据卡氏第二定理可知，A 处的输入位移 Uax =
∂U
∂Fx

和绕Z轴的转动为 θaz = ∂U
∂MZ

= 0，由此可得
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式（8）中矩阵中的元素为
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a11 = c2θ - Mz (2L21 + 2L1 Ly1 + L2
y1 ) + 2c2x - Fx

a12 = a13 = -c2θ - Mz (2L1 + Ly1 )
a14 = 2c2θ - Mz

（9）

点 A 处的输入力 Fax与压电陶瓷给定的输入位移

xax之间的关系式为

xax = aFax （10）
由式（9）、式（10）可以得到

a = -(c2θ - Mz L2
y1 )

2 + 2c2x - Fx

同理，如图 3（b）所示，建立截点 D 处的平面坐

标系，结合点 D 处的力位条件，可以推得点 D 处由

一级放大机构所引起的输出位移 xdy与输入力Fdx之间

的关系表达式为

xdy = bFdx （11）
式中，b = -[ c1θ - Mz Ly2 ( L7 + L8 ) ]

2 。

根据一级放大机构和二级放大机构之间的耦合

（a） 1/4简化模型机构图

（b）三维桥式机构简图及主要参数图

图3　三维桥式放大机构简图

Fig. 3　Schematic of a three-dimensional bridge amplification mechanism
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关系可知，一级放大机构的输出力 Fby等于一级放大

机构传递给二级放大机构的输入力 Fcx；一级放大机

构的输出位移 xby等于二级放大机构的输入位移 xcx。

建立点 B 和点 C 处的坐标，结合 B 和 C 处的边界条

件，可以推导出输入力Fbx与输出位移 xbx之间的关系

表达式以及输入力Fcx与输入位移 xcx之间的关系表达

式分别为

xby = cFbx （12）
xcx = dFcx （13）

式中，c = -[ c2θ - Mz Ly1 ( L3 + L4 ) ]
2 ；d = (c1θ - Mz L2

y2 )
2 + 2c1x - Fx。

结合式（12）、式（13），可以得到力Fby和力Fcx之

间的关系表达式为

Fcx = cFby /d （14）
根据式（10）、、式（11）、式（14）可以得到输出位

移 xdy和输入位移 xax的比值及三维桥式放大机构的位

移放大倍数为

R1 = xdy

xax
= cb

da （15）
1. 2　四杆对称式柔性机构分析

四杆对称式柔性机构负责传递和导向放大机构

的输出位移。该机构主要由4条较长的直角型柔性铰

链组成，它们的一端与平台的底座无间隙连接，一

端与放大机构的输出端相连接。三维桥式放大机构

产生的输出位移与四杆对称式柔性机构的变形共同

推动平台产生最终位移；四杆式对称柔性机构的引

入能够有效消除放大机构所产生的寄生旋转位移。

因为四杆对称式柔性机构呈对称式分布，因此，

导向机构的刚度为一条直角型柔铰链刚度 Ks的 4倍。

图 4（a）所示为单条对称式柔性铰链结构，图 4（b）所

示为四杆对称式柔性机构等效刚度模型。

F = 1
4 Fy （16）

四杆对称式柔性机构的刚度为

kg = 4k = 4Eb3 t33
L311

（17）

式中，E为平台所用材料的弹性模量；b3为单条柔性

铰链的宽度；t3为单条柔性铰链的厚度；L11为单条柔

性铰链的长度。

2 微平台静力学分析

仅考虑负载Fdy时的静态计算方法与仅考虑Fax的

计算方法相同。建立截面 D 处的坐标，并结合其边

界条件，得到输入力Fdy与输出位移 x'dy 之间的关系表

达式为

x'dy = eFdy （18）
同理，以 A、B、C 为原点，并结合各点处的力

位条件，可求得输出位移 x'ax 与点 A处的力 Fay、输出

位移 x'cx 与点C处的力Fcy、输出位移 x'by 与B点处的力

Fby之间的关系表达式分别为

x'ax = fFay （19）
x'cx = gFcy （20）
x'by = hFby （21）

式中，

e = c21θ - Mz ( L27 + 2L7 L8 + L28 )
2c1θ - M z

+
4c1y - Fy c1θ - Mz - 4c21y - Mz2c1θ - M z

f = -[ c2θ - Mz Ly1 ( L2 + L3 ) ]
2

g = [ c1θ - Mz Ly2 (3L6 - L7 ) ]
2

h = c22θ - Mz (3L23 + 6L3 L4 + 3L24 )
6c2θ - Mz

+
16c2y - Fy c2θ - Mz - 12c22y - Mz6c2θ - Mz

如图 4所示，当力 Fax与 Fdy同时作用在该结构上

时，根据叠加原理可以求解出机构在 x方向的位移为

ux1 = xax - x'ax = aFax - fFby （22）
ux2 = xcx - x'cx = dFcx - gFdy （23）
机构在 y方向的位移为

uy1 = xby - x'by = cFax - hFby （24）
uy2 = xdy - x'dy = bFcx - eFdy （25）
由图 4 可知，三维桥式放大机构的负载 Fy是由

四杆对称式柔性机构产生的，结合第 1. 2 节的结

论，有

Fy = 2Fdy = kg ( xdy - x'dy ) （26）
由第1. 1节求解三维放大机构放大比的步骤，再

综合式（18）～式（26），可以得到力Fax与Fdy同时作用

于三维桥式放大机构的放大比，即整个平台的位移

放大倍数为

（a）单条柔性铰链机构图     （b）等效刚度模型图

图4　单条柔性铰链机构和等效刚度模型

Fig. 4　Single-flexible hinge mechanism and equivalent stiffness mode
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R2 = xdy - x'dy

xax - x'ax
=

2cb
kg (ade - acg - cef + aeh ) + 2 (ad - cf + ah )（27）
将第一级机构中 v型铰链的参数 θ、r设为定值，

则有

L01 = 2 {
[ γ + ( β - γ ) cos θ ]

γ sin θ
r } （28）

式中，β = t1 /2r；γ = t1 /2c0。

根据式（28）可知，v型铰链的铰链长度只与参数

c0、t1有关，改变参数 c0和 t1的大小即可以实现对 v型
铰链长度的控制。根据式（27），可确定各尺寸参数

对微定位平台放大比的影响，分别如图 5、图 6
所示。

由图 5可以看出，随着一级放大机构参数 t1的增

大，R2逐渐增大，然后趋于平稳；随着 L01的增大，

R2缓慢减小；随着 L3的增大，R2缓慢减小；随着 Ly1
的增大，R2急剧增大，然后又逐渐递减。由图 6可以

看出，二级放大机构的参数 t2、L02、L7、Ly2与上述一

级放大机构参数对位移放大倍数R2的影响情况类似。

随着四杆对称式柔性机构参数 L11的逐渐增大，R2也

逐渐增大；随着 t3的逐渐增大，R2也逐渐增大。综合

图 5、图 6可知，微定位平台各尺寸参数对R2的影响

的大小效果为：t2>t1>t3>Ly1>Ly2>L11>L01>L02。由上述分

析可知，对于微定位平台的静力学模型而言，铰链厚

度是影响最大的尺寸参数，其次是铰链间距，最后是

铰链长度。通过对微定位平台关键尺寸对整体放大倍

数的影响大小进行分析，可以更好地确定平台尺寸，

最大限度地减小加工误差对平台性能的影响。

3 微平台动力学模型

将微定位平台视为单自由度系统，可以得到其

固有频率的表达式为

fn = 1
2π

Ke
Me

（29）
式中，Me和Ke分别为平台的等效质量和等效刚度。

将微定位平台的动能分成两个部分来求解。首

先，针对四杆对称式柔性机构，其动能为

T1 = 1
2 m15 ẋ22y （30）

其次，针对三维桥式放大机构，其动能为

（a）二级铰链尺寸L02、t2对R2的影响

（b）二级铰链尺寸Ly2、L7对R2的影响

（c）导向机构尺寸 t3、L11对R2的影响

图6　二级放大机构和导向机构关键参数对R2的影响

Fig. 6　Influence of key parameters of the secondary amplification 
mechanism and guiding mechanism on R2

（a）一级铰链尺寸L01、t1对R2的影响

（b）一级铰链尺寸Ly1、L3对R2的影响

图5　一级放大机构关键尺寸对R2的影响

Fig. 5　Influence of key dimensions of the primary amplification 
mechanism on R2
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T2 = 1
2 ∑

k = 1

8
mk ( ẋ1x + ẋ1y ) + 1

2（∑
k = 1

8
Jk ω2

k）=
1
2 (m1 + m2 + m5 + m6 )（ẋ1x2 ）2 + 1

2 (m3 +
m4 ) ẋ21x + 1

2 (m3 + m4 )（ẋ1y2 ）2 + 1
2 (m1 +

m2 + m5 + m6 )（ẋ1y2 ）2 + 1
2 (m7 + m8 ) ẋ21y +

1
2 (J1 + J2 + J5 + J6 )（ x1y4La1

）2 （31）
T3 = 1

2 ∑
k = 9

14
mk（ẋ2x + ẋ2y）+ 1

2（∑
k = 9

14
Jk ωk

2 ）=
1
2 (m9 + m10 + m13 + m14 )（ẋ2x2 ）2 + 1

2 (m11 +
m12 ) ẋ22x + 1

2 (m9 + m10 )（3ẋ2y4 ）2 + 1
2 (m11 +

m12 )（ẋ2y2 ）2 + 1
2 (m13 + m14 )（ẋ2y4 ）2 + 1

2 (J9 +
J10 + J13 + J14 )（ ẋ2y4La2

） （32）
式中，x1x为微定位平台的单侧输入位移；x2y为微定

位平台的单侧输出位移；x1y为一级放大机构的输出

位移；x2x为二级放大机构的输入位移；Jk（k=1，2，
5，6）为一级放大机构桥臂的转动惯量，其中，J1 =
m1（L23 + L2

y1）， La1 = L23 + L2
y1； Jk（k=9， 10， 13，

14）为二级放大机构桥臂的转动惯量，其中，J9=
m9（L27+L2

y2），La2 = L27 + L2
y2。

如图 1 所示，mk（k=1，2，…，14）满足 m1=m2=
m5=m6，m3=m4，m9=m10=m13=m14，m11=m12。

式（31）、式（32）中的 x1y和 x2x可以根据三维桥式

机构的耦合关系和式（23）、式（25）、式（26）得到。

x1y，x2x与平台输出位移 x2y之间的关系为

x2x = x1y = x2y [ d (2 + ekg )
2b

- gkg2 ] （33）
i = [ d (2 + ekg )

2b
- gkg2 ]

式（31）、式（32）最后可以化简为

T4 = [（ 1
2R2

+ 5i2

8 ）m1 +（ 1
R2

+ i2

2）m3 ] x22y +
[ m7i2 +（i2

2 + 2
3）m9 +（i2 + 1

4）m11 ] x22y （34）
根据上述分析，可以得知，系统的总动能包括

各质量块的平移运动和转动运动。总动能表达式为

T = T1 + T4
由此可得平台的等效质量Me为

Me = ( 1
R2 2 + 4i

3 )m1 + ( 2
R2 2 + i

2 )m3 + 2m7i +
( i + 4

3 )m9 + (2i + 1
2 )m11 + m15 （35）

结合式（23）～式（25），可得平台的等效刚度为

Ke = Fax

x2y
= (d + h ) (2 + ekg ) + bgkg2cb （36）

将式（35）、式（36）代入式（29），即可求得平台

的固有频率 fn。

4 微平台有限元分析

为了验证所建立理论模型的准确性以及所建立

平台的优越性能，对该平台进行有限元仿真。将所

建立模型导入 Ansys Workbench 中进行静、动态分

析。该模型所用关键结构尺寸如表1所示，所用材料

为 7075Al，其弹性模量为 72 GPa，泊松比为 0. 33，
密度为2 810 kg/m3。

如图7所示，使用自动划分网格功能对该模型进

行网格划分并在该模型变形量最大的柔性铰链处划

分了足够细的网格，保证了仿真结果的准确性。对

该模型施加固定约束并在模型输入端施加0~200 N的

驱动力，求解出该模型的静力学仿真结果。图8所示

为在输入端施加 40 N驱动力时的平台静力学仿真结

果。由图 8（a）可知，结构的输入位移为 6. 83 μm。

由图8（b）可知，结构的输出位移为263. 05 μm。

图 9为微定位平台的力-位移曲线图。由此可以

得到有限元仿真的平台放大倍数和等效刚度，其值

分别为19. 046和0. 153 N/μm。

对平台进行的模态分析如图10所示。结果表明，

该平台具有沿 Z 方向的 1 阶模态，固有频率为

205. 45 Hz。
将仿真得出的结果与理论分析得出的结果进行

对比，对比结果如表 2所示。从表 2可以看出，理论

表1　微定位平台的尺寸参数

Tab. 1　　Dimensional parameters of the micro-positioning platform

参数

v型铰链半径 r/mm
v型铰链角度 θ/（º）
v型铰链高度 c0/mm
v型铰链厚度 t1/mm

一级机构铰链间距Ly1/mm

一级机构桥臂长L3/mm

取值

1
30

3. 3
0. 5

8

30

参数

直角型铰链长度L02/mm
直角型铰链厚度 t2/mm
二级机构桥臂长L7/mm

二级机构铰链

间距Ly2/mm
四杆对称机构铰链

厚度 t3/mm
四杆对称机构铰链

长度L11/mm

取值

10
0. 5
32
6

0. 6

77
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分析与有限元仿真的误差均可控制在 6%内。可见理

论分析得到的数学模型具有较高的精度，可以用于

计算该微定位平台的静动态性能。产生误差的主要

原因是：在确定好约束并对微定位进行仿真时，一

级放大机构的输出端除了有沿 y方向的期望位移外还

有沿 x方向的寄生位移；同时，理论推出的结果是在

理想柔性铰链条件下得到的，而仿真分析会使柔性

铰链偏移出理想位置。

5 结论

设计了一种基于三维桥式放大机构的柔性微定

位平台，得出以下结论：

1）分别对设计的微定位平台的两个主要组成部

分（三维桥式放大机构和四杆对称导向机构）进行了

理论建模。在此基础上推导出整体平台的等效刚度、

放大倍数以及固有频率的表达式，并对影响整体平

台放大倍数的关键参数进行了灵敏度分析。

2）通过有限元仿真软件对微定位平台进行了静

动态分析。结果表明，理论分析结果和有限元分析

结果对整体放大倍数、等效刚度和1阶固有频率的相

对误差分别为 4. 3%、3. 3%、5. 9%，验证了所建立

理论模型的正确性。

3）通过对仿真结果进行分析，该微定位平台结

合了三维桥式放大机构结构紧凑和高位移放大倍数

的优势以及四杆对称式柔性机构能够有效减少寄生

旋转位移的优势，并具有较高的固有频率。由此可

见，所设计的微定位平台具有较高的实用意义。

（a）力-输入位移

（b）力-输出位移

图9　微定位平台力-位移曲线图

Fig. 9　Force-displacement curves the micro-positioning platform（a）微定位平台输入位移

（b）微定位平台输出位移

图8　微定位平台静力学仿真

Fig. 8　Static kinematic simulation of the micro-positioning platform

图7　有限元仿真

Fig. 7　Finite element simulation

图10　微定位平台模态仿真

Fig. 10　Modal simulation of the micro-positioning platform
表2　理论结果与仿真结果对比误差分析

Tab. 2　　Error analysis of theoretical results and simulation results 

comparison

项目

理论值

仿真值

误差/%

位移放大倍数

19. 90
19. 05

4. 3

等效刚度/（N/μm）
0. 148
0. 153

3. 3

固有频率/Hz
193. 26
205. 45

5. 9
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